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tudia las acciones de grupos en anillos de polinomios,

espacios vectoriales y variedades algebraicas mas gene-
rales. Concretamente, esta teorfa da una descripcién explicita
de qué funciones polinomiales no cambian, o quedan inva-
riantes, bajo la accién de un grupo. Entre los resultados mas
relevantes en esta teoria se encuentra el bello Teorema de Mo-
lien. Informalmente hablando, este teorema provee una for-
ma de calcular la dimensién del subanillo de polinomios ho-
mogéneos de grado d que quedan invariantes bajo la acciéon
de un grupo finito G. El objetivo de este articulo es ofrecer una
demostracién amable de este teorema utilizando técnicas de
lgebra lineal y teoria de representaciones.

I a teorfa de invariantes es una rama del 4lgebra que es-

Contexto

Sean G un grupo finito y (V, p) una representacién compleja
de dimensién finita de G. Recordemos que toda represen-
taciéon compleja admite un producto interno G-invariante
(-,-) : V.xV — C. Con respecto a este producto interno
consideramos la base ortonormal B = {e1,...,ep} de Vy
asi, para todo g € G, la matriz [p(g)] g es una matriz unitaria.

Consideremos la base dual de B, B* = {z1,...,zn}. Recor-
demos que el anillo R := C[z1,...,z,] tiene estructura na-
tural de dlgebra graduada pues lo podemos descomponer en
la suma directa de sus componentes homogéneas de grado
d € N, Rq. Més atin, cada una de estas componentes gradua-
das es isomorfa a la potencia simétrica de grado d de V*. En
otras palabras, tenemos el siguiente isomorfismo de dlgebras:

R=Clz1,...,2n] = P Ra = P Sym? (V") = Sym(V"™).

deN deN

De esto se sigue que G acttia naturalmente en R. Recordemos
que podemos ver a V* como una G-representacion al dotarlo
de la accién contragradiente

P (9) () = flplg™ )W) = foplg™)(v)

parag € G, f € V*ywv € V cualesquiera. Para todo
d € N podemos extender la accién contragradiente a
Sym?(V*) = R, mediante su propiedad universal. Denota-
mos por p; : G — GL(Ry) a esta representacion. Del mismo
modo podemos extenderla a una accién, p : R — GL(R),
en @ Sym?(V*) = R.

El espacio vectorial de polinomios invariantes, objeto de estu-
dio de este articulo, se denota por

RE ={f € R| pr(9)(f) = f paratodo g € G}.

No es dificil ver que R es una subélgebra de Ry que también
tiene estructura de algebra graduada. Es decir,

RY ~ T RS
deN

donde Rf = Ry N RE.

Teorema de Representacién de Riesz

Podemos dotar a V* de un producto interno hermitiano
natural: (_,_). : V* x V* — C dado por (z;,z;)+« = 0.
Con respecto a este producto interno los operadores p*(g),
para todo g € G, resultan ser unitarios. Es decir, (-, _)« es
G-invariante.

Sean U, W espacios vectoriales sobre C. Una funcién f : U —
W es lineal conjugada si f(u1 +u2) = f(u1)+ f(u2) y flcur) =
¢f(u1) para todos ui,u2 € Uy c € C. Si, ademds, f es bi-
yectiva se dice que f es un isomorfismo conjugado. El Teorema
de representacién de Riesz afirma que el mapa7:V — V*
dado por v + (_,v) es un isomorfismo conjugado. P := 7!
se define como el mapa de Riesz. Y, el vector de Riesz, P(f), se
escribe explicitamente como

n

P(f) =2 fledes

i=1

y esto, en particular, implica que P(z;) = e;. Note también
que el vector de Riesz de p*(g)(f) es p(g)(P(f)) para todo
g € G. Es decir, el diagrama

v Ly

P (g)l lp(g)

v L,y

conmuta para todo g € G. De este modo, podemos pensar
en el mapa de Riesz como un morfismo de representaciones
conjugado. Otra propiedad importante del mapa de Riesz es
que es equivariante. Es decir, (f,h)» = (P(f),P(h)), para
cualesquiera f,h € V*.

Podemos entonces utilizar la unitariedad de p y las propie-
dades mencionadas del mapa de Riesz para demostrar que

(0" (@) (f), )« = (f.p"(9)"" (R))« para todos f,h € V™ y
g € G. Es decir, para ver que p* es unitario.
Teoria Espectral de p;

Primero note que como los operadores p(g) y p*(g) son
unitarios entonces sus valores propios tienen norma 1.
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Mas concretamente, tenemos que si v € V es un vector
propio con valor propio A de p(g) entonces v y 7(v) son
vectores propios de p(g~') y p*(g) respectivamente con
valor propio A. Similarmente, si f € V* es un vector propio
con valor propio A de p*(g) entonces f y P(f) son vectores
propios de p*(¢~") y p(g) respectivamente con valor propio
A. Esto implica en particular que para un g € G fijo el
espectro de p*(g) es igual, teniendo en cuenta multiplici-
dades, al espectro de p(g™h). Luego, al considerar la unién
de los espectros de p(g) sobre todo G como multiconjunto
esta es igual a la unién de los espectros de p*(g) sobre todo G.

Ahora veamos la relacion entre los valores propios de p*(g) y
los valores propios de pjj(g) paraun g € G fijo. Note que para
todo g € G lamatriz p*(g) es unitariamente diagonalizable 6,
en otras palabras, existe una base {y1, ..., yn} ortonormal de
vectores propios de V. Para 1 < ¢ < n, sea A; el valor propio
asociado a y;. Es claro que By = {y7'y5? - - yn™ | a1 + ... +
an = d} es una base de Rq = Sym®(V*). Ademas, por como
estd definida la accién de G en R4 tenemos que

ai An

pa(@) Wit - yn™) = p (@) (W)™ - p"(9)(yn)
— )\?1yl111 . )\?Ln, yi""
= AT AR (YT,

Es decir, y'---yp® € R4 es un vector propio de pj(g)
correspondiente al valor propio A{*---Ag". Asi, todos los
valores propios de pj son de la forma A7*---A3* donde
a1 + ... + an = d. Denotamos estos valores propios co-
mo {X1,...,A;} donde d = dim(Rq) = ("T¢7'). Luego,
[Pa(9)] B, = diag{As, ..., Az}

Teorema de Molien

Sean ag = dimc(RS) y ®(t) = Y deN aqt? su funciéon gene-
radora. Los operadores de Reynolds de las representaciones p y
py se definen como

T:V =V dadopor v+~ ﬁ Z p(g)(v),
geG

1 .
Ty: Ry — Rq dadopor f+ il >~ palg)(f).
geG

Los operadores de Reynolds son automorfismos de repre-
sentaciones, hermitianos (auto-adjuntos) e idempotentes.
En consecuencia, estos operadores son diagonalizables y sus
valores propios son 0 6 1.

Ahora, recordemos que de la teorfa de caracteres se tiene que

: > xalg) = TH(T)

dim(RS) = —-
|G geG

donde x4 : G — C es el caracter de (Rg4, p};). De lo anterior
es claro que ag = Tr(Ty). Sin embargo, esta forma de calcular
las dimensiones de RS puede resultar tediosa y complicada.
El teorema de Molien nos da una forma sencilla de calcular
estos coeficientes.

Teorema de Molien

1 1
O(t) = — E - .
|G| &=, det(Id —tp(g))

Veamos su prueba. Note que det(Id — tp(g)) s6lo depende
de los valores propios de p(g). Como el determinante es mul-
tiplicativo podemos considerar una base en la que p(g) sea

diagonal para calcularlo. Entonces, por lo visto en la seccién
anterior, se tendrd que
1

1 1
#0167 2 Jeiid— totg)

1
el ; det(Id — tp*(g))

Asi, el problema se traduce a ver que el coeficiente de t en

o(t) es Tr(Ty). Y para esto, de hecho, mostraremos que el
.- d 1

coeficiente de t* en F=p(g)) €S Xd4(g) para todo g € G.

Recordemos que para un g € G fijo los valores propios de
p*(g) son A1, ..., \,. Entonces
1 B 1
det(Id — tp(g)) ~ (1 —tA1) -~ (1 —t\n)
1 1
Tl-th 1—th

=14+ tA + A+ ) - (LA + A2 +..).

Luego, el coeficiente de ¢ es

>

a1+...4a,=d
concluyendo la demostracién.

d
AT AR =D N = xal9)
i=1

Aplicacién

Ilustremos este hermoso resultado a través de un ejemplo.
Considere el grupo de matrices

10 -1 0 -1 0
O Dm0 2= (00)

Ay = (é fl) } C GL(Max2(C))

Vi = {Al =

actuando de forma natural en C2. Entonces tenemos que
det(Id —tA;) = (1—t)?  det(Id — tAs) = (1 +t)°
det(Id — tA3) =1—¢2 det(Id — tA4) =1 — 2.

Asi, por la férmula de Molien tenemos que

1 1 1 2 1
B(t) = - -
®) 4<(1—t)2+(1+t)2+1—t2) 1=y
—14+22 43t ...

Luego, obtenemos que dim(R2) = 2, dim(R3) = 0y
dim(R4) = 3. Es decir, los invariantes de grado 2 son gene-
rados por dos polinomios (de hecho, podemos tomar z? y y*
como estos generadores), no hay ningtn polinomio invarian-
te de grado 3 y los invariantes de grado 4 son generados por
tres polinomios.
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